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1. Introduction

Grace aux divers formalismes modulaires déve-
loppés au cours des années passées, par exemple
les réseaux de Pétri ou les réseaux d’automates sto-
chastiques, il est maintenant possible de construire
des chaines de Markov décrivant des systemes tres
complexes. Par contre, les modeles obtenus ont
souvent un espace d’états trop grand, ce qui exclut
des méthodes classiques de résolution.
Cependant, les résultats exacts comptent souvent
moins que la preuve que les performances d'un
systéme atteignent un objectif. La comparaison sto-
chastique [5] permet de construire des modéles
plus simples, qu’on peut résoudre en utilisant des
méthodes classiques, et qui fournissent des bornes
des distributions stationnaires ou transitoires. Plu-
sieurs algorithmes ont été développés, permet-
tant de construire automatiquement des modéles
simples dont 'analyse exacte donne des bornes
pour le modele original [4]. Ces algorithmes re-
posent sur la comparaison des variables aléatoires
et sur la propriété de monotonie des chaines de
Markov.

Dans [3], un formalisme de pattern matriciel a été
proposé, regroupant les différents algorithmes qui
forcent une structure particuliere de la chaine. Un
algorithme y a été donné qui pour une matrice
de transition arbitraire construit une borne supé-
rieure monotone (au sens de l’ordre stochastique
fort), ayant une structure donnée. Nous donnons
ici des conditions suffisantes et nécessaires pour
'existence d’une telle borne. Nous proposons éga-
lement des améliorations de l'algorithme proposé
dans [3].

2. Bornes stochastiques

Supposons que nous avons une chaine de Mar-
kov avec une matrice de transition P que nous
n’arrivons pas a analyser directement de maniere
efficace. Alors, I'approche proposée dans [1] 4]
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consiste a construire une chaine bornante au sens
de I'ordre stochastique fort (<s). Cet ordre permet
de comparer les récompenses croissantes (station-
naires et transitoires). Afin d’obtenir des bornes su-
périeures (les bornes inférieures sont obtenues de
maniere similaire), d’apres le théoreme classique
de la comparaison des chaines de Markov [5] théo-
reme 5.2.11], il suffit de trouver une matrice <g;-
monotone Q telle que P <, Q. Dans le cas de l'es-
pace d’états fini et totalement ordonné {1,...,nj,
ces conditions s’expriment en fonction des sommes
partielles a droite des lignes des matrices P et Q :

S Q> Pk, Y,
ZE:j Qi,x > max {ZE:J- Qi-1,x, ZE:;' Pi,k},
Vi>2Vj.
1)

En prenant les égalités, nous obtenons la borne su-
périeure optimale au sens < [1]]. Cependant, nous
n’avons aucune garantie sur les propriétés structu-
relles de la borne. D’autre part, en déplacant un
peu de masse de probabilité vers les états plus
grands (a l'intérieur d’une ligne), nous pouvons
imposer des contraintes structurelles sur le graphe
de la matrice borne.

3. Patterns matriciels

Nous allons appeler un alphabet A un ensemble de

symboles avec des regles associées a chaque sym-

bole. Un pattern T est alors une matrice dont les

éléments sont des symboles de I’alphabet .A. Nous

allons considérer 1'alphabet A = {0,1,*} avec la

sémantique suivante (d’autres symboles peuvent

étre trouvés dans [2] section 4.1]) :

-Tij=0= Qi;=0;

- Ti‘j =1 = Qiyj >0;

- Ty; = * signifie qu’il n’y a pas de contraintes
structurelles sur Qs ;.

Nous allons dire qu'une matrice Q est conforme au

pattern T si elle vérifie les regles associées a chacun

des éléments du pattern T. Pour un couple (P, T)

d’une matrice stochastique initiale P et un pattern

T il n’est pas toujours possible de construire une

matrice stochastique Q telle que :

— Q est <Xg¢-monotone,

- P jst Q/

— Q est conforme au pattern T.

Nous allons dire qu'un pattern T est réalisable par

rapport a une matrice stochastique P s'il existe une

matrice stochastique Q conforme au pattern T telle

que P <, Q. Notons par :

1P = minf{k : Pix >0}, ul =max{k : Pix >0},

U =min{k : Tix # 0}, u] =max{k : Tk #0},



LT . n, Ti,k 75 ],Vk
7 min{k : Ty, =1}, sinon !

ur — 1, Tk #1,Vk
| max{k : Tyx =1}, sinon '

Proposition 1. Un pattern T est réalisable par rapport
a une matrice stochastique P si et seulement si

W<l et ul <uf, vi

Nous allons dire qu'un pattern T est <¢-monotone
s’il existe une matrice stochastique Q qui est <g¢-
monotone et conforme au pattern T.

Proposition 2. Un pattern T est <s¢-monotone si et
seulement si

Llo> max U et ul.;> max U, 1<i<n.

1+171§k§ik Pr]i]SkSi k» s1<

La <s¢-monotonie et la réalisabilité du pattern T
par rapport a P sont clairement des contraintes né-
cessaires. Cependant, elle ne sont pas suffisantes.
Notons par v(P) la plus petite borne supérieure
=st-monotone de la matrice P (obtenue en prenant
les égalités dans (T)). Alors,
v(P)

P
=maxl,, u.
k<i &1

lV(P)

— P
: = maxu,, Vi.

k<i
Théoréme 1. Soit P une matrice stochastique et T un
pattern avec I'alphabet {0, 1, x}. Il existe une matrice Q
telle que :

— Q est 2s¢-monotone,

- P jst Q/

— Q est conforme au pattern T,

si et seulement si le pattern T est <-monotone et réa-
lisable par rapport a la matrice v(P).

Il est possible de montrer que pour un pattern T
=<st-monotone et réalisable par rapport a la ma-
trice v(P) l'algorithme proposé dans [3] construit
toujours une matrice Q vérifiant les contraintes du
théoréme. De plus, si le pattern T ne contient que
des 0 et des «, alors la matrice borne donné par
cet algorithme est optimale (i.e. la plus petite ma-
trice borne supérieure a P qui est <s¢-monotone et
conforme au pattern T). (Dans le cas d’un pattern
contenant le symbole 1, il n’existe pas de borne op-
timale.) L’algorithme, ainsi que les preuves des ré-
sultats de cette section peuvent étre trouvées dans
[2) section 4.1].

4. Calcul des bornes en deux étapes

La monotonie de la matrice Q n’est pas une condi-
tion nécessaire pour la comparaison des chaines :
il est suffisant de trouver une matrice R qui est

<st-monotone et qui vérifie P <4t R <5 Q (voir
[5l théoreme 5.2.11]). Pour une matrice initiale P
qui est <¢-monotone, nous n’avons donc pas be-
soin d’imposer la monotonie de la borne. Dans
le cas d’une matrice initiale P qui n’est pas <s-
monotone, nous pouvons construire des bornes en
deux étapes :

1. Trouver une matrice R <s-monotone, telle

que P <5 R.
2. Trouver une matrice Q conforme au pattern T,
telle que R <+ Q (pas forcement monotone).

Les bornes obtenues en deux étapes sont en gé-
néral plus précises que celles obtenues par 1'al-
gorithme proposé dans [3]. Dans le cas d'un pat-
tern T qui ne contient que les symboles 0 et *, et
une matrice P arbitraire, la borne obtenue en deux
étapes est toujours plus petite au sens de l'ordre
=st que la borne supérieure <;¢-monotone opti-
male conforme au pattern T. De plus, la construc-
tion des bornes en deux étapes permet d'utiliser
aussi des patterns non-monotones.

5. Conclusions et travaux connexes

Le formalisme de patterns permet de décrire dif-
férents types de bornes ayant une structure de
graphe pour laquelle il existe un algorithme numé-
rique adapté. Cependant, il ne permet pas de dé-
crire les contraintes sur les valeurs des transitions
(juste leur existence). Il existe d’autres algorithmes
qui construisent de bornes ayant la forme close, ou
qui permettent de réduire I'espace d’états en calcu-
lant une borne agrégeable [4].
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