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Motivation

Modeles markoviens

» Simplicité de modélisation des systémes complexes : décrire
les états et les transitions

» Différents formalismes de haut niveau (Petri nets, Stochastic
Automata Networks, ...) — modélisation et stockage encore
plus simples : décrire différentes composantes et leurs
interactions

> Probléme : I'explosion de I'espace d’états - difficile/impossible
a analyser
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Modeles markoviens

» Simplicité de modélisation des systémes complexes : décrire
les états et les transitions

» Différents formalismes de haut niveau (Petri nets, Stochastic
Automata Networks, ...) — modélisation et stockage encore
plus simples : décrire différentes composantes et leurs
interactions

> Probléme : I'explosion de I'espace d’états - difficile/impossible
a analyser

Objectif : trouver une autre chaine de Markov qui donne des
bornes pour la chaine initiale et qui est plus facile a analyser
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Un ordre stochastique est un ordre partiel sur un espace des
fonctions de répartition.
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Ordres stochastiques

Definition (Ordre stochastique)

Un ordre stochastique est un ordre partiel sur un espace des
fonctions de répartition.

Definition (Ordre stochastique intégral)

Un ordre stochastique < est dit intégral si il existe une famille F
telle que :

X 2 Y < E[f(X)] < E[f(Y)], Vf € F,
quand les espérances existent.

Notation : <z (ordre intégral généré par la famille F)

Exemples :
> < - généré par les fonctions croissantes (Fst)

> <icex - généré par les fonctions croissantes convexes (Ficx)



<t sur un espace fini totalement ordonné

» Caractérisation sur S = {1,2,...,n} :
(x et y deux vecteurs de probabilité)

n n
stt}/ <~ ZXkSZka i:27"'7n

k>i k>i
» Exemple :
x = (0.5,0.4,0.1), y =(0.3,0.5,0.2), z=(0.4,0.1,0.5)
1) X=sty:
X3 = 0.1 < 0.2 = ¥3
X+x3=05 < 07=y+y
2) x 2t 2

3) mais, y Atz etz A y



Comparaison des chaines de Markov

Definition (Comparaison de DTMC)
{Xn}tn>0, {Yn}n>0 deux DTMC sur (S, <s) :

{Xn}nzo =F {Yn}nZO si Xp =x Y, Vn >0

Comparaison de matrices de trans. : P <z Q si P, <7 Qi+, Vi.
Monotonie : P est <z-monotone si pour tout x, y vect. de
probabilité : x <ry = x Pry P.
Theorem (Conditions suffisantes)
{Xa}n>0, {Yn}n>0 DTMC avec matrices de transition P, Q. Si :
> Xo 2£ Yo,
» d matrice de transition R telle que R est <r-monotone R et
P=rR=rQ,
alors {X,} 2 {Yn}.



Caractérisation algébrique de la monotonie

L'espace fini, totalement ordonné S = {1,2,...,n} :
[Rappel : x <oty <= D )siXk < D fsiVhk, i =2,...,n]
Comparaison :
1 00 ... 0
110 ... 0 Vecteurs :
Kst = trd .0 stty@XKstgstt
L1 1 Matrices :
P=+Q & PKg<Q Kst
Monotonie :
05 04
P est <s-monotone p - 03 03
< Pifl,* jst Pi,*u i>1 01 04
< les colonnes de la matrice 105
. PKs = 1 0.7
P K, sont croissantes 1 09

(& K 'PKy > 0)

0.1
0.4
0.5

0.1
0.4
0.5



Construction d'une borne monotone

Algorithme de Vincent [AAV93] :

Entrée : matrice stochastique P

Sortie : matrice stochastique Q telle que :
> P = Q (Xh—; Qik =D 4—; Pk, Vi)

> Q est < -monotone
(ke Qik = D4 Qic1ks Vi 22,V )

for i=1to ndo
for j=nto1ldo
Qij = max(Y_p_; Piks 2 ip Qi1,6) = 2/ piq Qiks
end
end



Propriétés :

» Optimalité : Q <4 U, pour toute matrice <g-monotone U
telle que P <4 U.

> Inconvénient : Pas de garanties sur le graphe sous-jacent (le
nombre et I'emplacement d’'éléments non-nuls)

Exemples :
00 03 02 05 00 03 02 05
p_| 04 01 03 02 o_| 00 05 00 05
o 00 00 05 05 o 00 00 05 05
02 01 01 0.6 00 00 04 06
06 03 00 01 06 03 00 01
p_ 08 00 02 0.0 Q- 06 02 01 01

05 05 00 0.0 05 03 01 01
1.0 00 00 0.0 05 03 01 01



Les bornes avec une structure particuliere

» Objectif : Les bornes avec une structure adaptée a une
méthode de résolution numérique

» Idée : isoler des contraintes structurelles élémentaires
compatibles avec la comparaison et la monotonie

Supprimer la transition (/,/) : en déplagant la masse de
probabilité de I'élément Q;; vers la droite (vers les éléments
Qik, k>J)

Créer la transition (/,/) : en déplagant un peu de la masse de
probabilité restante de gauche (des éléments Q; x, k < j) vers
I'élément Qi (ssi D op_jyq Qik <1):

n
Qij=e€x(1- Z Qik), ou0 <e<1.

k=j+1



Formalisme de patterns

Pattern = une matrice dont les Alg. de Vincent :

L * ok kK
éléments sont des symboles,  * % x
précisant les contraintes sur le * Kk kK

*x Kk k%

graphe de la matrice borne [BF05]

Symboles et leurs contraintes Irréductibilité (IMSUB [FP02]) :

0z i * S S S
associées : L s . .
» Indépendants de la matrice * 1 % s
initiale : x & 1 %
» 0 - pas de transition Single Input Macro State :

» 1 - transition obligatoire * %10 0 x|0 «

» x - pas de contrainte * *|0 0 x]|0 «

0 x|+~ x %[0 «%

» Dépendant de la matrice 0 x|* x =0 »

initiale : 0 x|* x x/0 «

p . .. 0 [0 0 % |* =%

» s - préservation de transitions 0 10 0 »|x =




» Def. Pattern T est compatible avec P si il existe une borne
supérieure <z -monotone @ conforme a T



» Def. Pattern T est compatible avec P si il existe une borne
supérieure <z -monotone @ conforme a T

> Exemple : T n'est pas compatible avec P (P14 = 0.1 et
T14=0)

02 03 04 01
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(= e
=
e
— O RO



» Def. Pattern T est compatible avec P si il existe une borne
supérieure <z -monotone @ conforme a T

> Exemple : T n'est pas compatible avec P (P14 = 0.1 et
T14=0)

02 03 04 01
0 05 03 02
0.1 04 01 04
02 03 0 05

(= e
=
e
— O RO
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» Def. Pattern T est compatible avec P si il existe une borne
supérieure <z -monotone @ conforme a T

> Exemple : T n'est pas compatible avec P (P14 = 0.1 et
T14=0)

02 03 04 01
0 05 03 02
0.1 04 01 04
02 03 0 05

(= e
=
e
— O RO

» Conditions nécessaires et suffisantes? (pour {0, 1, })

» Matrice P :

1 1

IP = min{k | P;y >0}, uf =max{k|P;>0}.
Pattern T :

T =min{k : T, # 0}, ul =max{k : Tix#0},

LT _ n, T,',k 7& I,Vk UT _ 1, T,‘ﬁk 75 1,Vk
"7 min{k : Tix =1}, sinon ’ " max{k : Tix =1}, sinon



» Conditions nécessaires :
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» Conditions nécessaires :
> |l existe une matrice @ conforme a T telle que P <4 @ ssi :

/,-P < L,-T et u,F' < u,-T, Vi.
» || existe une matrice <s5-monotone conforme a T ssi :

LT > max ] et ol > max Ul 1<i<n.
/+1—1Sk§’.k /+1—1Sk§’. k> =

» Conditions suffisantes ? non
Exemple : P est conforme a T, R est <s -monotone et
conforme a T, mais T n'est pas compatible avec P

03 02 04 01 03 02 04 01
p— 01 03 06 O R— 0.1 03 05 01
o 0 05 03 02 ’ - 0.1 03 04 02

02 0 01 0.7 01 01 01 0.7

R
b e
b e
L S



Thm. Pattern T est compatible avec P ssi :
> |l existe une matrice @ conforme a T telle que v(P) <& Q
(v(P) - borne supérieure <s-monotone obtenue par
I'algorithme de Vincent) :
PP < 1T et P <] Vi

1 - 1 I

v(P)

p .
et /,-V( ) = maxg<; /;f, u; = MaXk<;j “fa Vi,

> |l existe une matrice <g-monotone conforme a T ssi :

LT > max ] et uly> max U], 1<i<n.
H_l_lgkgik l+1—1§k§i k> =



Algorithme

» Entrée : matrice stochastique P et pattern T

» Sortie : une matrice @ =<s-monotone, conforme a T et telle
que P =5 Q



for i=1to ndo
last = —1 (élément ou on peut mettre la masse de proba) ;

for j = n downto 1 do
Contraintes de comparaison :

sum :_ZZ:J' Pi k; _

Contraintes de monotonie :

if i > 1 then sum = max(sum,> ", Qi—1k);

Calcul de candidat pour I'élément courant :

if j < n then Q;; = max(0,sum — 37, ., Qik);

else Q;j = sum;

Vérification des contraintes de pattern :

switch T,'J do
modification de la ligne Q; . en fonction de T; j;
mise a jour éventuelle de la valeur /ast;

end

end
end



case x

last = j;
case 0
if Q,’J > 0 then

if /ast > 0 then
Qi,last = Qi,last + Qi,j;
Qij=0;
else STOP : non-compatible!;
end
case 1,s
last = j;
if Q,’J =0 then
if T,"j:1 or(T,-J:sandP,-J>O)then
if ZZ:j—I—l Q;’k < 1 then Q,’J =€ X (1 = ZZ:j-‘rl Qi,k);
else STOP : non-compatible !;
end

end



Propriétés

v

Borne ssi T compatible avec P

v

Optimalité pour les patterns avec {0, *}

v

Un seul algorithme et une seule preuve

Pour considérer une nouvelle structure de la borne il suffit de
décrire son pattern

v



Construction de bornes en 2 étapes

algorithmes de

construction d’une

modéle borne monotone [ borne simplification modéle
. monotone ?
Sl — @ monotone @ bornant

» Deux étapes :

» Construction d'une borne monotone : R = v(P)
» Construction d'une borne Q (R <& Q) conforme a T. Ssi

IR<L] et uf<ul, vi

» Pour {0,%} la borne en 2 étapes est toujours meilleure (que la
borne monotone).

» Patterns non-monotones !

> Attention : que pour les patterns {0, 1, x}
(s depend de la matrice initiale)



Conclusions

» Bornes ayant une structure de graphe pour laquelle il existe un
algorithme numérique adapté

» Description trés simple des contraintes sur le graphe de la
matrice borne
(nouvelle structure - il suffit de décrire son pattern)

> La version plus longue de ce travail [Bus07, Section 4.1]

» Travaux connexes : de bornes ayant la forme close [BBP07],

ou qui permettent de réduire I'espace d'états en calculant une
borne agrégeable [Tru00, FP02]
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